BCOLE POLYTECHNIQUE riLisre MP

CONCOURS D’ADMISSION 2003

PREMIERE COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée : 4 heures)

L'utilisation des calculatrices n'est pas autorisée pour cette épreuve.

* k&

Propriétés asymptotiques des solutions
d’une équation différentielle

On désigne par
- IS l’espace vectoriel des fonctions complexes continues bornées sur l'intervalle J = [1,+oc],
muni de la norme [ — ||f|| =sup|f(t)];
1eJ

- L(E) I'espace vectoriel des endomorphismes continus de F, muni de la norme

A Al = Jup, AN

— I Pendomorphisme identité de E;
— A le sous-ensemble de R* formé des couples (¢,7) vérifiant 1 < ¢ < 7.

Premiére partie

Dans cette partie on désigne par / une fonction complexe continue bornée sur A et on pose
Ikl = sup [k, 7)I-

t,T)EA

=5 d
1. Vérifier que, pour toute fonction v de F, la fonction ¢ — f k(t, 7-)1(,(7-)?: est bien définie
f D)
sur J et appartient a E.

2. Vérifier que, si 'on note A(u) la fonction ainsi définie, on définit un élément A de £(E);
comparer || A et ||k

3. Déterminer une constante K > 0 telle que 'on ait, pour tout n = 0 et tout t € J

" K]
(4 w) Wl < 5
400

4., Montrer que la série Z A" est convergente dans L(E), et calculer le produit

n=0

+o0
(lg—A4) Y A
=0



On fixe une fonetion 1g de 1 et on consideére I’¢quation intégrale
e dr
u(t) = ug(t) - / k(!.,r)u(‘r)-73 (1)
i
ol u est une fonction inconnue dans /2,

5. Quel est le nombre de solutions de (1)?

Deuxi¢me partie

On s'intéresse maintenant a I’équation (1) ot 'on prend
uo(l) = et | k(t,T) = Asin(t = 7)

(¢ € {+,—=},\ € C). On note w, sa solution.

6. Montrer que wu, est de classe C°°.
7. Vérifier que . est solution sur J de 'équation différentielle
" /\
w'(t) + (1 -+ L—z) ut)=0. (2)

8. Le couple (uy,u_) est-il une base de 'espace vectoriel des solutions de (2) dans E?

Troisiéme partie

On se propose d'étudier le comportement asymptotique de la fonction u = uy lorsque
t — +oo. On dit qu'une fonction f de £ admet un développement asymptotique & l'ordre k > 0

s'il existe des constantes aq,... ,a telles que Pon ait
b 1
70 =Y +0 (35m)
j=0
& 1
(ce qui signifie que la fonction ¢#+! ( f@t) - Zoa-,- 5) est bornée).
j=

On admettra qu'une telle famille (aq, ... ,a1), si elle existe, est unique. On dit qu'une fone-
tion [ de I7 admet un développement asymptotique & l’ordre oo si elle admet un développement
asymptotique 3 tout ordre k.

9. On se propose ici de construire un développement asymptotique & l'ordre oo pour chacune
des fonctions

iT

o]
. c .
Pnlt) =€ /’ sin(t — T)md-r (nentier 20 , te[l,+oo),

o




Aérele .
CEVenppernent esympsoticue que l'on é&ctira

: .
- 1 1 (
- 4% _v I e S— ::),
ealt) = 2. %3 ;m5; O\ ;m=5=1 d
5=1
. (> et 13
a) Vérifier que. pour tour emier 'n>..ona/‘ ;;d7:0(;;)-
b) Etzblic, pour wousentiesn 2 0. k2 1. [2 formule
. i = i Ll =2 e 2T |
o ) = 1 |*>_‘(" j 1)._(11 A;}e / e’l ldﬂ )
’ 2 \ y ) n+ 71" ~—nTET
(n+1); !;’1 (21 777 (2i) ¢ _l

c) Conclure.

10. On se propose maintenant de CODS struire un développement asymoptotigue 2 Tordre =

sour Iz fonction ¢ “u(t): on 2 donc, par dédniton

u(t) = & = A [‘ cin(t — Pu(r )— )

ve sous la forme

On écrira ce Géveloppement asympiotig
E
. 1 1
—1t R
e Hult) = ) 3 B O(t’:+1) .
]-3

a) Vérifer cuel'on 2

etu(t) = 1 +0(%) .

gerirte ~n:; en fonction de 7g..-..Tm €1 ges

b) Supposant CORSTWS 70,--- : Tn:
divers ap-

»

c)\ rifier que U'on

l( A ),.
,n-l—z. n—n"rl n -

+oc
d) Quel est le rayon de convergence de lz série entitre Z Tz ?
n=0



Polytechnique MP 2003 : Premiére Composition

Propriétés asymptotiques des solutions d’une équation différentielle

Partie I

1. Nommons provisoirement v cette fonction (dans les questions suivantes, c’est A(u)) et posons M =

(1l
o 1 s .
v est bien définie sur J: pour ¢ fixé dans J, lapplication 7 — k(t, 7)u(7) = est définie, continue sur
- 1, .M R
[t, 00[ et 1a majoration |k(t, 7)u(r)=| < = assure son intégrabilité sur cet intervalle.

o dr

v est bornée sur J: |v(t)| < / M= %M <M.
t 1

> ds
v est continue sur J: le changement de variable 7 = ts transforme v(t) en / k(t,ts)u(ts)zgg;
1

, s 1 L, oL
I'application (t,s) +— k(t,ts)u(ts)ts—,_, est continue sur J2, majorée en module, indépendamment de

t € J, par la fonction s — M/s?, intégrable sur J. Par théoréme, ceci assure la continuité de v sur J.
v appartient & E

2. On vient de voir que A(u) appartient & E et la linéarité de A est évidente.
La question 1. a aussi établi |A(u)(t)] < M pour tout t € J done [|A(u)l| < M = [|k]|[lull-
A étant linéaire, cela établit:

IA est continue et ||A| < ||k|||

3. Par récurrence sur n: pour n =0, A™(u) = u et le résultat se réduit a Ju(t)] < |luf| -
K
Pour n = 1, il s’écrit [A(u)(t)] < #l—l et a été établi A la question 1. avec K = ||k]|.

Supposant le résultat acquis au rang n avec K = [|k|, il vient:

= dr._ [® Kuldr K"
n+l = ' L —| < _—= .
i) =1 KA Fls [ RS S =

Le résultat est ainsi établi par récurrence:

KM |ul|
nltn

|A™(w)(B)] <

K"

b
—— et donc aussi [|A"] < 2 Ced prouve la

4. La majoration du 3. montre que ||A™(u)]| < -.
n!

convergence de la série 3 ||A™|| c’est & dire la convergence absolue de 3 A™.

Or le cours assure que (E,| ||) est un espace complet et que cette complétude entraine celle de
(L(E),|| ). La convergence absolue obtenue implique donc la convergence de la série 3 A™ dans
L(E).

N-1
On utilise ensuite l'identité(Je —A) 3. A™ = Ig—A¥: lorsque N tend vers I'infini, le premier membre
n=0

o0
a pour limite (I —A) 3 A" car la composition des applications linéaires continues est une application
n=0



ot

_ Nii 2 0
continue de L(E) x £(E) dans L(E); le second membre a pour limite I puisque |A"] < B
obtient done en passant a la limite;

(o]
(Ig-A) ¥ An =1g.
n=0
- L'équation (1) s'éerit u = uo + A(u) ou encore (I, — A)(u) = up.
. , [o.8] o0
La question 4. a montré (IE-=A) > A" =TI eton peut établir aussi bien (Y. A™)(Jz — A) = Iz de
=0 =
‘ i ' - n - n=0
sorte que Ip — A est inversible dang L(E), d'inverse S A,
n=0
Dés lors:
’ . &0
Péquation (1) admet dans E P'unique solution v« = (I — A)wo) = (X A™)(uo).
n=0
Partie II
- Ue est continue car elle est dans E,
Notons encore un PCU u pour u.. Si on développe sin(t — 7), (1) se réécrit:
. o dr S dr
u(t) = ug(t) + Asint (cos T)u(‘r)T—,, —Acost [ (sin u(r)=
t - t T
(ces intégrales existent).
Les fonctions intégrées étant continues, le second membre est de classe C1.
1 ! ! = dT 2 = G dT
u est donc de classe C? et u/(t) = ug(t) + Acost | (cos T)u(r)ﬁ + Asint [ (sin mu(r)—
t t 7
. u(t) , s e
(les termes en \sint cos tt—2 qui apparaissent dans la dérivation s éliminent).
Pour les mémes raisons, u est de classe C?, donc u de classe C2 et:
0 d o0 d t
u"(t) = ufy(t) - ,\sint/ (cosr)u(T)T—Z + )\cost/ (SillT)’u(T)_—; - )\ut(,,).
t t 7 -
Comme ug(t) = —up(t), on voit réapparaitre u(t) au second membre et finalement:
u(t
u’(t) = —u(t) = A-%.
Cette relation montre alors que u est de classe C¥+2 dés qu'elle est de classe C¥. Puisqu'elle est C2,
elle est donc C*°:

u = U, est de classe C°°—.l

. Ce résultat a été établi dans la question précédente:

ul () 4+ ue () (1 + t—);-) =0.

. On a vu en question 5. que u = (Ir — A)™!(uq,) en notant ug  (t) = et

Le couple (u(0,4),u(o,~)) est libre (si o, 4) + Bu(o,—y = 0, les valeurs en t = 0 et t = 7/2 montrent

” : = -1
que o+ § et a — 3 sont nuls donc aussi et §). Son image (u,u_) par I'isomorphisme (I — A)
est donc aussi libre dans E.

Or, on sait que I'espace vectoriel S des solutions de (2) sur J (S a priori inclus dans P'espace des

fonctions de classe C? sur J) est de dimension 2. (ui,u_) en est donc une base, de sorte que cet
espace S est en fait inclus dans E:



9.

10.

(w4,u_) est donc une base de I'espace vectoricl des solutions de (2) dans Eﬁ

Partie III

a) Une intégration par parties donne:

s eir g [ ei,- s s eir
T = |— ) :
¢ T i‘r”‘]t +m . irm+1 dT

. . . . C
Lorsque s tend vers I'infini, le crochet a une limite car - —
. . . . ’ z
aussi car la fonction qui y figure est intégrable sur [t,+oo[ (m+1>2).
On peut donc passer 2 la limite et éerire:

o eiT cit [ee] ci‘r
—dr = -— —_
. TT itm +m ] jrm+1 dr.

is

tend vers 0; 'intégrale du second membre

On en déduit:
o it 1 00

|/ c—d-r|$—+m/ . dr:i.
t ¢ ™M

m- tm

o _ir
S dr =O(i

m tm )

b) Dans v, (t) (qui existe bien, n > 0 assurant P'intégrabilité de la fonction ), on remplace sin(t — )
ei(t—r) _ e—i(t—‘r)

par 5 - En simplifiant puis en séparant en deux termes (qui existent bien):

Sl e—?i(t—r) © - Ooe—Qi(t—‘r) 1 e—2it o0 eQiT
©n(t) =/ *dT=/ .——/ . dr = — === / dr.
A 2irn+2 P R A 2i(n + 1)¢n+1 2 J, T2

C’est le résultat demandé pour k = 1.

On procéde ensuite par récurrence sur k. Supposons la formule établie au rang k > 1, c’est a dire:

1 E(nti—1)  (n4k)e2it [o g2ir
on(t) = (n+ 1) [Jz:; (20)itn+i - (20)* ‘/t k1 dT}

On effectue sur l'intégrale la méme intégration par parties qu’au a. ci-dessus:

o0 e‘.’iT 2it o0 e'..’z'r
———dr=—————— +(n+k+1 ——dr.
./t Tn+k+1d‘ 9jn+h+1 +n+k+ )/t Qirn+k+2

Cette transformation de la formule au rang k fait alors apparaitre la formule demandée au rang k+1,
le terme intégré donnant le terme d’indice % + 1 de la somme:

Iliformule est établie par récurrex@l

¢) I suffit de réunir les résultats de a. et de b. et de rappeler que e~2i* reste borné pour constater que
'on a obtenu la forme (3) désirée pour ¢,(t) (le a. vaut aussi bien avec 2ir qu'avec ¢7)

k 1 1 (n+3j—1)!
on(t) = J§1 % gy + Ol ) avee an; = (24)(n 4 1)!

a) On sait que u(t) = €'t + A(u)(t) (avec les notations de la Partie I) et la question 3. a montré que
A(u)(t) = O(1/t). On a donc (e~ est borné):

leitu(t) =1+ 0(1/4).]

b) Si on suppose le développement obtenu 4 I’ordre n > 0 (on vient de I'établir & 'ordre 0), on peut
remplacer u(7) par ce développement dans I'égalité (4). Il s’en déduit:




ir

N c 1
e~tu(t) =1 +/\C—H/t sin(t—r Jzo'yj 7z + O(m))dr.

® 1 <M M’
sin(t — 7)O(—=3)dr| se majore par dr et c’est donc un O(—).
¢ 3 o ¢ ™ +3 2

(n + 2)¢n+2
On beut {11()1‘5 (:Cl"il'C 1\\ l‘{\i(l(} (qu fOllCtiOllS it
1 ?j

e Mu(t) =14\ 207)'99]( ) +O(1u|2)
J:

En prenant le développement de chacue ¢; & ordre n + 1 donné par la question 9.:

__,t n n4l—j 1 1
e (<)—1+,\J§)')J 1=>:1 OVJ’[J+1+O(1"+2)

1 g
Ceci est done le développement, voulu & Pordre n + 1 et y,41 est le coefficient de —— s c’est a dire:

n
Totl =AY ViQng1-je
j=0

(n+j-1)!

¢) Les coefficients a,,,; ont été calculés A la question 9b.: ap ; = @)+ 1)

- nl
En particulier ajn4q- i= W

1 .
Pour n = j =0, on obtient Qg = % et la formule du b. ci-dessus donne alors 7, = /\'}::, ce qui est le
résultat voulu dans ce cas.

n

Pourn > 1, on remarque que: Qjnq1—j = 2—1,0.‘]“71_.]‘.

En isolant alors dans I'expression de yn41 le terme d'indice n:

n—1 ,\7 n n—-1
Y1 = AMnayy + A jgo Vi Qnt1—j = m + /\2—2. Z V50, n—j
n—1

Or A )~ 7jajn—;j nest autre que 7, de sorte que:
=0

1
Lint 2

=Ty

Ma

d) S'il existe un entier p > 0 tel que A = —p(p + 1), les 7, sont tous nuls & partir du rang p+1 et le
rayon de convergence de la série est alors R = +o0.

A
Sinon, aucun 7y, n’est nul (car vg = 1) et le rapport ——— h"“' (n + ——)| tend vers l'infini avec n.
7 T n+1

Le rayon de convergence de la série est alors R = 0.

lR = +00 ou 0 selon que A est de la forme —p(p + 1) ou nm




